Roman Zmy $1ony (Wrocktaw)
ESTYMACJA PARAMETROW W MODELACH LOSOWYCH I MIESZANYCH
1. Wstep

W niniejszej pracy podajemy metody estymacji parametrdw

dla nastepujacych modeli
k
(&) y= I X.b,

gdzie X; Sa znanymi n - wierszowymi macierzami, a bi’
z wyjatkiem b1, wektorami losowymi. Zaktadamy ponadto, ze
Xk = I jest macierza jednostkowa. Dla i=2,...,k wektory
losowe bi maja wielowymiarowe rozktady normalne N(O,oivi),
gdzie Vi S3a znanymi macierzami, natomiast oi >0. Ponadto
zaktadamy, ze Vk=I oraz, ze wektory bi sq parami nieskore-
lowane. W przypadku gdy X1(1,...,1)’=ﬂ, modele o wyzej opisa-
nej strukturze nosza nazwe modeli losowych, a og,...,ci noszg
nazwe komponentdw wariancyjnych. Natomiast gdy X1 ma dwie
lub wigcej kolumn modele te nazywaja sie modelami mieszanymi.
W pracy podane sg metody estymacji nieznanych parametrdw.
Estymatory dla b1 sg liniowymi funkcjami wektora y. Nato-
miast 05,...,0§ estymuje sie formami kwadratowymi tzn. sga

postaci y'Ay, gdzie A jest macierza symetryczng. Wiasnodci

optymalne tych estymatordw mozna znaleZé w pracach [1] - [4].
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2. Estymatory dla sktadowych wektora b1.

Estymatory dla parametrdéw bi’ ktére oznaczaé bedziemy

N
symbolem bi otrzymuje sig metoda najmniejszych kwadratdéw,

tzn.
A =
(2) b,=(X'X)" X'y ,
gdzie (X'X)~ jest dowolnag uogélniong macierzg odwrotng ma-

cierzy X’'X. W przypadku modelu losowego b1 jest liczbg, a
N
b1 érednia arytmetycznag sktadowych wektora obserwacji.
Estymacje og,...,oi rozwazaé bedziemy oddzielnie dla mo-
deli losowych i mieszanych. W modelu losowym dla wygody przyj-
: e
miemy 01-b1 ¥

3. Estymacja komponentdw wariancyjnych w modelach losowych.

Niech 0=(o$,...,0i)’ bedzie wektorem kolumnowym ziozo-

nym z b% i z kolejnych komponentdw wariancyjhych. Obliczamy

najpierw W1=11’ oraz macierze wi=xivixi dla’ A=2j «s ks
Nastepnie tworzymy macierz symetryczng T=[tij] wymiaru kxk,
gdzie tij=tr(Win). Tutaj i w dalszej pracy tr(A) oznacza
$lad macierzy A tzn. sumg elementdw na gidéwnej przekatnej.

W dalszym kroku obliczamy wektor kolumne z=(z1,...,zk)’ y

gdzie i=y'wiy. Estymatorem dla o jest o=T z.
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4. Estymacja komponentdw wariancyjnych w modelach mieszanych

W przypadku modeli mieszanych postepujemy inaczej. Naj-
pierw obliczamy P=X(X'X) X’ tzn. macierz rzutu na przes-
trzen generowana przez kolumny macierzy X. Nastepnie obli-

czamy W, dla i=2,...,k tak samo jak dla modeli losowych,

a potem U, ,=W,-PW,P. Elementy macierzy T=[tij] wymiaru

(k=1)x(k=-1) liczymy wedlug wzoru tij=tr(Uin). Estymatorem
2 2 : N e = ;

dla o=(02,...,0k) jest o=T 1z, gdzie z=(z1,...,zk_1)’

jest wektorem (k-1)x1, ktérego i-ta sktadowa zi=y'Uiy.

W przypadku, gdy PW. jest macierza symetryczng tatwo
mozna wykazaé, ze PW,P=PW, .

Przyktady. 1. Rozwazmy model losowy dla'dwukierunkowej
klasyfikacji krzyzowej z jedng cbserwacjg w podklasie. Niech

(1) Xij=p+ai+bj+ei L=t r

jl
I= it S

gdzie u Jest $rednig ogdélng, natomiast ai,bj,eij sa nie-

zaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach normalnych z war-
TR R ! 3 X T - 2

tosciami oczekiwanymi zero i wariancjami L LT R od-

powiednio. Przyjmujgc
L

Y=(¥qq¥q0r--1¥qge¥pqrecer¥oor-aei¥pg)’
e=(e11e12,...,e1s,e21,...,ezs,...,ers)'
52=(a1,...,ar)

B

- {
3_(b1""'bs)

réwnania (1) mozna zapisaé wektorowo w nastepujacy sposdb
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y g uﬂ+X252+X3B3+e ’

gdzie 1 jest wektorem nx1 jedynek, (n=r-.s), X2=[xij]
jest macierza nXr przy czym
] sdla g bemh)i i+ lisi<s ]
“ s

0O w pozostaiym przypadku, natomiast x3

jest macierzg blokowa ziozong z r macierzy jednostkowych

kazda wymiaru sXs tzn.

-IT
I
X3= . .
i
Poniewaz zmienne losowe ai’bj'eij sg niezalezne, wiec

= ’ = ’ $ g : = ’ . s
W2 sz2 7 W3 X3X3 1! W4 I. Macierz W1 11 jest macierzag
jedynek ‘wymiaru nXn.

Tatwo sprawdzié, ze macierz T Jjest nastepujaca

rn2 sn rn n~1
sn sn n n
rn n rn n .
n n ‘wh n

Wektor 2z ma skladowe

I
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Kropka zamiast wskaZnika oznacza sume po tym wskaZniku.
Dla r>2 i s>2 rdéwnanie T z=0 ma nastepujace jednoznacz-

ne rozwigzanie

A2 p——
ce = SSe,
kg 3l k:
ol =g (s8_ss_),
D -4 K
op = 7 (S5,-85_),
A2 1 A2 A2 A2
g” = - (z4 Oa Ob ce),
gdzie
S5 = 1. ! =il 1
SSe = - (5=7) (24 ~ 523§ %3 * 5 %),
BE Ll ol i 2
582 = @17 5 %22 - 7 %1
ot LTS R | e
Tl T R G

Przyktad 2. Rozwazmy model mieszany dla dwukierunkowej kla-
syfikacji z jedna obserwacjg w podklasie, przyjmujac, ze ay
sq efektami statymi. Z uwagi na to, ze wektor 1L jest sumg

kolumn macierzy X2 w przykiadzie pierwszym, wiec macierz P

1Sy Al e
X3 =5 X% =g V,.

Macierz PV3 jest symetryczna, zatem

2 ’ T
P = X2(X2X2)
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re i
W1 5l (CL S e V2)V3

S
=1 -1
W2 =1 3 V2.
W tym przypadku macierz
X 1
T = r(s-1) '
1 1
podczas, gdy
S
2 |
Zig "SRR e Y
1 =1 sl S
i
. £ s T
2 1 2
2, = L Dl TR R R o .
T e e I P50 B

Réwnanie TG = z ma jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

s>2, r>2. tatwo sprawdzié, ze 3§ i 32 sa takie same jak

w modelu losowym.
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